SO A eI EARURN AN

S1ottert man in cer von . PEICHEK erztellten Untersuchuna (ual,
daf tahr:cheinlichkeitsrechnung,
inrbesonders dedingte Yehrecheinlichkeit, zu ‘enen Themen gehirt,
welche im Unterrichtegeschehen allzu oft nicht behandelt werden.
Im Zusge der Neuorientierung 585 Mathzmatikunterrichtes: zcheint
aerade diesem Therma in raher Zukunft besondere Sedeutung zuzu-
kommen, %¥ir wollen urs hier nicht dem Grundlacenpraoblem widmen,
welcres cpdtestens seit KCLMUGG3CV fir die Mathematik als "me-
1. 2ilt, vern man die Form der Axiomatisierurg als LEsurg

akzentizren will., Vor zwei Jdahren wurde pisorts van K. | AUSEE3-

MaYzs (vgl. L 14) dazu referiert. Wir stellen ums hicr auf einen
nriv-axiomaticchan "tandpunkt insoferne, slc .ahrccheinlichkeit

als urdefirierter Grundbears ff Verwendung f nret. Aber anders

1

=12 in einer strengen HIL3tATschen Axiomatisieruna, in der nicht
das «ezen der Dinge,soncern bla? die Beziehunc zZvischen den
Dfnmen van Beceutunyg ist, kommt .es uns senr wohl darauf an,

‘

dem CZchiler eine Vorctellung vom 3egriff “Wahrscheinlichkest"

zu vermitteln.,

wir ieben in einer welt, deren Ablauf durch d=s Eintreten He-

ctimmter greignisse be:stimmt wird., Fir das tberleben in die-—

¢t
cer "elt ist es unperl’ Blich, dal wir Uber das Zintreten oder
i

cicht Desitzen. ‘ahrscheinlichkszit "miRt" in gewi-sem “inn die-
se ur-ere creertung. Unsere Erwartungzhaltung resulti-rt aus
unzeresr trfahruny, und zwar aus uncerer ctammesgeschichtlichen
wie rers nlichen., Insaferne ist Wahreche nl chkeit ein Jdegriff,
den feder von unc mehr oder wericer reflektiert beniitzt, und
benltzan wul, uffensichtlich leben wir in einer heffrnungelos
«ornlizierten Yelt, deren Problemen wir nur durch weitestoehen-
de /erainfachuna begegnen kinnen. Uas Lperieren mit vahrechein-

lichkeiten 1=t des gvoluticasorsHdukt diecer Jestrebundjan.
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Jedes Eintreten eines Ereinricces (zumindest im Fekrokosmos) wird
durch das vorherige Eintreten anderer Eresinni<se hedingt. Eine
erste Vereinfachung wird darin be~teben, flir das Eintreten eines
ins Auge gefa”ten ELreignisces von vornherein nur bestimmte, exnli-
zit aufgezihlte Bedingunaoen als relevant zuzulascen. Die einem Er-
eignis so "zugemessene" Erwartung fir sein Eintreten unter (vor—]

bestimmten bLedingunmen bezeichnet man als Bedinnte “Wahrscheinlich-

keit, Die Urberdirate Wahrscheinlichkeit, oder kurz “ahrscheinlich-

keit =teht als letzte Konseauenz am Ende unzerer Vereinfachungs-
bestrebunnen insoferne, als keine Varaussetzungen mehr explizit
anceceben werden, obwehl es solche gibt. in diesem Ginne scheint
der Beqriff der Bedinaten Wahrscheinlichkeit der natirliche(re)
zu sein. Trotzdem a=shen alle dem Verfacser bekannten Bicher zur
Wahrccheinlichkeitsrechnung vom {einfacheren?) Becriff der (un-

bedingten) Wahrscheinlichkeit aus.

Die folmenden Ausfdhrunqen sollen skizzieren, daR eaus unterrichts-
prakti-cher Sicht~keine Notwendiakeit besteht, der Lebrbuchrraxis
zu folmen, . Vielmehr snrechen viele Grinde dafir rine gleichzeitige
Genese beider weariffe herbeizuflhren. Um dics im unterrichtsorak-
tischen wie fachwissenschaftiichen Sinne zu rechtfertinen, wurde
dag #anuzkrint zweigeteilt; und zwar in der Absicht, auf der je-
weils rechten Geite den Unterrichtcsablauf darzustellen, und auf
der zuogehiirigen linken S=2ite durch didakticsche, fachliche und
pers'nliche demerkun~en die Intentionen und den fachwissenschaft-
lichen Hintergrund zu beleuchten. Zelbstverstindlich kann es sich
hier nur um eine diskussionswiirdige Alternative handeln; gerade
das Aufzeinen van Alternativen ist Sinn von Fortbildr ngsveranstal-

tunoen,

Did. Arm,: Oie Komplexitét des Einflibhrungsbeispielers man viele
* von Ibnen erctaunen, Tatséchlich scheint jednch erst
ein weiter [ahmen einen homogenen Unterricht zu ge-

statten. An dieser Ctelle kann auf die<es Sroblem

nicht weiter einarganaen werden (vgl. %1TTENSERG).
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7u untersuchen. Eine erste grnbe Ansly=e sieht fiir die bei-

den Verkmale folrende Aucsnridcunger varg

".ohnort" ...Stadt, L=n¢ (= nicht std4+isch )

"Zinkommen"..schlecht, ~ut [ beromen auf das DJurcinschnittz—
einkammen )

Der Gtichoreobenumfang betrdgt 1500 FPersanen.

Aufasben:1]} Jorauf hat man bei der Auswahbl der Stichpvobe zu achuen ?
2} viie kPnnte der Franeho7en aiissehen? Velche Hinweise miRte
er enthal ten ?
3) 1~ welcher .eise kinnte man das Umfregeernehnis [zanlen-
material Yiberzichtlich darstellen ?

Yir wollen die fzlgende Tabelle verwenden:

Ctadt Land
! a—
A § A
chlecht E |
: 450 : 600
5 |
. : |
Gt ; ’
) : 150 300
—:-q— ‘.

Ath., 1 Tabelle der Absoluten HE figkeiten

Aufgabonil ' Errechne, wisvie! Prrszonen Stidter gind, (am ! and wohnoa) !
21 Frrechre, wioviel Personen gut, wisvie! o-hloecht yrr-icn-n 1
3) o erscheint der Stichorohen: ~Fang ?7 | Kontroliae!)
4) Faft man A,3 =1~ "engen auf, so sind Ay B veves. 7
5) elche Yennmenaperation flibrt zu obiaer Tahelle ?
A) iie nennt man eine sglche Tabelle im mathemetischen

Fachjargon 7

vie Lizunr der Aufraaben fihrt schliellich zu falgender tiatrix:
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Did.Anm.: Zu den vordringlichsten Aufgaben unserer Unterrichtstdtigkeit
zdhlt es, den Schiiler zum Mitdenken in aktiver und passiver Hinsicht
anzuleiten. Zur Zeit scheint das passive Mitarbeiten, das Mitschreiben
und Nachvollziehen der dargebotenen Gedankengdnge im Unterricht das
tbergewicht zu haben. Der vorgelegte Weg versucht, beide Verhaltens-
weisen gleichermaBen anzusprechen.Aufgabenphasen, in denen die Selbst-
tdtigkeit und die Eigeninitiative der Schiiler gefordert, und damit ge-
férdert, wird, wechseln mit Vortragsphasen, in denen der rote Faden weiter-
gesponnen wird, und Ergebnisse in die konventionelle Form gebracht
werden. Der erste Block von Aufgaben auf S.3 148t bewuBt einen gréBeren
Antwortenspielraum offen. Der Schiiler soll erkennen, das8 der ihm vem
Lehrer gewiesene Weg nur einen, (wenn auch bewdhrten) darstellt, um an
das Problem heranzugehen.

Die in Abb.1 angegebenen Zahlen sind fiktive, um "schne" Ergebnisse zu
erhalten und solcherart vorerst das Problem sinnvoller, adiquater Ge-
-nauigkeit nicht thematisieren zu miissen.

Vierfeldertafeln, allgemein rechteckige Matrizen, entstehen "von selbst",
wenn man "rechteckige" VENN-Diagramme zum Durchschnitt bringt.

Manche Begriffe, zu denen ich auch die Bedingte Wahrscheinlichkeit rechne,
sind, obwohl sie eine einfache Definition besitzen (etwa iber die selbst
undefinierte Unbedingte Wahrscheinlichkeit - vgl.S.13 (%)), aus dieser
heraus dem Schiiler eher unverstdndlich. Das darf einen nicht wundern,

148t man in dieser axiamatischen Vorgangsweise altbekannte Forderungen
auBer acht. GemdS FREUDENTHAL's Forderung nach einer "Didaktischen
Phidnamenclogie" und BRUNER's Forderung, da8 die Konstitution mentaler
Objekte den Begriffen vorauszugehen habe, gilt es vorerst einmal, der
Begriffsgenese ausreichend Raum und Zeit zu widmen.

A A Z
B8 450 600 1050
8 150 300 450
Z 600 960 1560

Abb, 2: Tarelle der Absnluten H3ufigkeiten
arnt [eandverteilunnen
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Um eine Vergleichbarkeit mit dhnlichen Untersuchungen von anderem Stich-
prcbenumfang zu ermdglichen, wird man zu relativen Hdufigkeiten {Ubergehen.

A) Im ersten Fall sei die vorgegebene Stichprobe die Bezugsmenge.
Aufgabe: Durch welche Rechnung erhdlt man die relativen Haufigkeiten?
Die Losung der Aufgabe flihrt zu folgender Matrix:

A ry pa
Plan3)=! P(AAR)=| P(R)=
3 g=2  al Ao 9 7
AR T =T I =
P(aaS )=} PIAAT)= 1 P(A)=
= 150 21fown_ ) A
1= 0 10 hsrp a 1c
S |ea=Elema2 g
5 5

Abh, 2 Tab=1'e der lintedinmten ”Phwcrhawn‘WFhkol*nn

Fachl.Anmm.: Die Verwendung der Relativen Hdufigkeit als "verniinftigster
Schétzwert" flr die Wahrscheinlichkeit ist naheliegend und in gewissem
Sinn mathematisch prédzisierbar (Maximum Likelihood-Schdtzung) .Nichtsdesto~
weniger sind die Schwierigkeiten des tberganges von den Relativen
Haufigkeiten zu Wahrscheinlichkeiten prinzipiell nicht behebbar.

Schon die Verwendung Relativer Hdufigkeiten und ihre Darstellung als
"Verhdltniszahlen" ist problematisch, vor allem das Kiirzen: Definieren
2 und §, dieselbe Relative Hiufigkeit, dieselbe Wahrscheinlichkeit?
Angenammen, zwel Spieler spielen gleich gqut, so daB der Zufall die
Spiele entscheidet mit p = % GemdB der Bmcmlalvertellung 1st die
Wahrscheinlichkeit,2 von 5 Spielen zu gewmnen ) (2 = Q,3125,
und 6 von 15 Spielen zu gewinnen analog = 0,152, d.h.,
gleiche Relative Hdufigkeiten definieren verschiedene Wahrscheinlich-

keiten. Wo liegt der Fehlschluf?

Did.Anm.: Aufgrund der vrinzipiellen Schwierigkeiten der logischen Grund-
legung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes im Verhdltnis zum Begriff der
Relativen Hdufigkeiten gehen wir von zwei Thesen aus. Erstens begniigen wir
uns mit einer psycho-logischen Grundlegung der Begriffe und vermeiden
eine voreilige Axiamatisierung. Zweitens versuchen wir, den Zusammenhang
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zwischen Relativen Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten durch den Trick
einer zweifachen Interpretation ein- und derselben RechengréBe herzustellen.
Um dabei den MaBRcharakter von Wahrscheinlichkeit herauszustreichen, wurde
von vornherein der Begriff der Relativen Hiufigkeit seiner kambinatorischen
Bedeutung weitgehend entkleidet, indem er durch den Begriff "Anteil"
ersetzt wurde. Abgesehen davon, daB der Begriff "Anteil" nicht mehr nur
Werte aus der Menge der Rationalen Zahlen zuldSt und so dem Magbegriff
nihersteht, erlaubt er auch die Verwendung der gleichen Notation "B

fiir Anteil und Wahrscheinlichkeit.

Aufg.-be: Driicke mit eigenen Worten aus, welche Bedeutung den eben
errechneten GriBen zukommt |
Sei E das Ereignis, der 3Stichprobe anzugehiren. Dann wollen wir die
verbale L&sung obiger Aufgaben folgendermaBen formal fassen:
Fir z.8. "Der Anteil der Stéddter in der Stichprobe betrégt 600/15CC,
alsa 2/5",
wird notiert: P(A/E)= % P ... Anteil( enadl. part )
und gelesen:" Der Anteil von A in E ist zwei Finftel" .
Aufgabe: Lies in der Tabelle die Werte ab fir: P(A/E)=
P(B/E)=

P(B/E)=
P(ANB/E)=

P(E/E)=
Wenn sich wie in der letzten Aufgabe alle Ereignisse auf dasselbe
Ereignis beziehen, dh., fir Jjede Person in jedem Fall die Vor-Be-
dingung, der Stichoraobe anzugehéren, erfillt ist, so verzichtet man
in der Notation auf diese "Bedingung", und schreibt statt P(A/E)
nunmehr P(A),-( und merkt sich stillschweigend, daR man ASE voraus—

gesetzt hat ).

Aufaabe: Ergidnze in Abb. 3 die Kurz-Notationl
Aufgabe: Diskutiere die Aussage:" Unter der Vorausetzung, der Stich-
probe anzugehiren, lebt eine (zuFéllic gewéhlte) Person mit der Wahr-

scheinlichkeit % in der Stadt".

Im Sinne der obigen Uminterpretation der Zahlenwerte aus Abb. 3 flhren
wir als neuen Grundbegriff den der "Wahrscheinlichkeit”( engl. probabi-
lity ) ein, und verwenden dieselbe Notation wie bisher, weil es sich

um dieselhe Zahl mit zwei Interpretationsmiglichkeiten handelt:

Unter P(A/E) verstehen wir ( nun auch ) die Wahrscheinlichkeit fur

das Eintreten des Ersignisses A unter der Bedingung, daB das Ereignis E




eingetreten ist, oder kurz: P(A/E) ist die Bedingte Wahrscheinlichkeit
von A unter der Bedinqung E, Da das Eintreten von E auch hypothetischer
Natur sein kann, spricht man von der Wahrscheinlichkeit von A unter
der Hypothese E.

Stiitzen sich wie hier alle errechneten Wahrscheinlichkeiten auf dieselbe
Bedinqung, die samit stets erfiillt ist, so sieht man wiederum von dieser
"Bedingung” ab und spricht von Unbedingter Wahrscheinlichkeit. Im dem
vorliegenden Fall schreibt man z,B, : P(A) fiir P(A/E).

Did.Anm.: Die Verwendung des gleichen Namens "P" erlaubt den tbergang von
Anteilen zu Wahrscheinlichkeiten ohne Anderung der Notation, Man mu8 sich
{ber die Vor- und Nachteile dieser Vorgangsweise im klaren sein. Einerseits
bringt die notationelle Vereinheitlichung den Vorteil, den Ubergang, das
Uminterpretieren ungemein zu efleichtern, andererseits knnte sie Anlagi
sein, auch die Begriffe selbst zu identifizieren. Aus meiner Erfahrung
hat die konsequente Ubung des Uminterpretierens diesen mbglichen Nachteil
aber nie zum Tragen kammen lassen. Die Art unserer Vorgangsweise spiegelt
deutlich die Art unseres Verstidndnisses von Wahrscheinlichkeit wieder,
ndmlich die, aus unserer Erfahrung (Bedinqungen) Erwartungen zu bilden,
Sie steht im Einklang mit unseren erzieherischen Absichten: Der Schiiler
wird angehalten, Zahlenmaterial zu interpretieren, seine Interpretation

verbal und formal zu formulieren und so seine Urteilsfdhigkeit zu entwickeln.

Die Einfilhrmmg des Begriffes "Anteil", der nur unter Angabe einer Bezugs-
menge sinnvoll ist, filhrt solcherart zwangsldufig zuerst zum Begriff

der Bedingten Wahrscheinlichkeit, zumindest zwingt sie zur expliziten
Darstellung der Bezugsmenge, welche in der iblichen Notation Unbedingter
Wahrscheinlichkeit fehlt.

Fachl.Anm.: Die systematische Erstellungvder Tabellen in Abb.4 und Abb.5
hat einen erkenntnistheoretischen Grund, Die beiden Tafeln sind ein nahe-—
lizgender Ausgangspunkt fir tberlegungen zur "Ursache-Wirkungs-Verkettung”.
Besonders die in Abb,2 dargestellte simultane Koinzidenz von Merkmals—
ausprdqungen findet eine Entsprechung auf der Ebene sukzedaner Koinzi-
denz, Die systematische Berechnung Bedingter Wahrscheinlichkeiten ist

ein Weg, das statische Verstdndnis Unbedingter Wahrscheinlichkeiten

durch ein dynamisches Versténdnis Uber Ereignisabldufe zu ersetzen.




“ir wollen das Errechnen bedingter Yahrscheinlichkeiten einliben, in-

dem wir zu nderen Bezugsmengen Uberqgehen,

B) Im zweiten Fall sei Jeweils eines der Merkmale vorausgesetzt,
+Einerseits kann man das Merkmal Wohnort voraussetzen, dh. seine
beiden Auspr<gungen als Bezugsmenaen Varaussetzen. Bei Division
jeder Opalte aus Abb. 2 durch die jeweilige Spaltensumme erhalt

man;:

VAR | o=

P(8/A)= | P(8/A)-

8 |aso_3lews 2| *1!
6C0 4 | 9C0 3
P(B/A)= | P(8/R)=

5 |uoo_ja;e 1 ,,
600 4 1 900 3

2{ =1 =1

Abb. 4 Tabelle der Bedingten “ahrscheinlichkeiten
unter der Bedingung Viohrort

4

+ Andererseits kann man das Nerkmal Einkommen voraussetzen.
Aufgabe: Erstelle die zugehiirige Vierfeldertafel |

Lisung: Man erh&lt durch Zeilennormierung:

V4 A A 2
P(A/B)=| P(A/B)=
B asg _ 3| eco_a| =1
1080 7 11050 7
— | P(a/B)=| P(A/B)-=
% s _1fao_z| =1
450 31 480 3
2 #1 #1

Abb., 5 Tabelle der Bedingten vahrscheinlichkeiten
unter der Bedingung Einkcmmen




Fachnli.Aanm,: Jas dvnamicche Verst ndris un-araer Melt zwinrct uns
dazu, nirbt mehr nur wie bishsr verschiedens Verkmale
zum gieichen Zeitpunkt zu betrachten, soanderr ebenzo-
~ehr das qleicke Vverkmal zu verschiedenen Zeiten zu
untercuchen. Namit erqibt sirh aus dam Vorschl~ag der
csystemztischen Gerechnung 3ledingter #zhrecheinlicrhkei-
ten ~nhard von Yierfeldertafeln ein naheliegender Zu-
gang zu LaakLFF=-Ketten. Es sei dies im folaen-en skiz—
ziart, abwehl die Verfolruna diese: Vsrechlages er:st
zu einem wecentlich cspateren Zeitounkt im Konkretsn

Unterrichtcsge: chehen erfolgen sollte.

J.d. Anm,: Der in Apb. 4 dargestellte £influB des Vichnortes auf

das cinkommen, und der in Abb, 5 darcestellte FinfluBl

ink
inkommens auf den Wohnort wird im Linne der ULpti-

m

des
mierungcbestrebungen der Lebensbedirqunrten voraussicht-
lich zu eincm Vohnortwechsel flhren, der wegen

P(3/4) > £(3/2) in welche Richtunt verlaufen wird?

Die Vierfeldertafel nimmt nun diz Gestalt einer uher—

gangsmatrix an, etwa von rfer Form:

-~
ot
L

72 e b2l

A(t+1) (1,90 c,05
_
Alx+1) 1 0,10 G,95

M

Arhand diecer Uberaangsmatrix kinnen in agewnhnter \Yeise

Aio Framar,

wie zie filir barkoff-Crozaecce qe<t211t worden,
einer Lisury 7ucafihrs worden, und zwar durch-uz in airew
fr Aic lintericht-nraxis tauz”ichen Farm., Dies ist jed=ch
Irralt oinnz srdarsn Varteavec diecer Vorarcgalhuaa, -d

cird tier camit picht uedter yerfalat,
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Aquabenzl) Interpretiere die errechneten Verte !
2) 5télle nochmals die Vorgangsweise schematisch dar !

Lisung:
Tafel der
Abs,. H&uf.
[ #atrixnormierungl
Tafel der \\\\\\
Unb. Wahr.
u§oa1tennormierun§“ ﬂ2911ennormierungﬂ
Tafel der Tafel der
Bed. Wahr. Bed. Wahr.
/ unter A,A unter 8,8
- Abb., 6

Beisniel 2: 100 Personen wurcen zum Froblem “Treu-Untreu" befragt, und zwar
muflten sie Uber sich und Uber ihre Einschi&tzung durch den Partner

Auskunft geben . Man erhielt folgendes ( fiktives Ergebnis ):

Treu Untreu 2{
Als treu ein
geschatzt 20 65
Als untreu
eingeschiitzt 5 10

Aufgabe: 1) Verveollstdndige die Tafel der Absoluten HEufigkeiten und
erstelle die restlichen 3 Tafeln !

2) Beantworte aus dem vaorliegencen Zahlenmaterial die Fragen:
a) Ylie groB ist die #ahrscheinlichkeit, treu zu sein, ob-
gleich man als untreu gilt ?

b) wie groB ist die %ahrschzinlichkeit wirklich treu zu
sein, wenn man als treu gilt.

c) Vergleiche die Ergebnisse aus a) und b)




b o Eal

Aoiraial =) ot niobE A Tjhﬁhuaq—cHnr“bf—r. Mol me

Tip ~ne Aom Arahl ehpry Atvacdiayan Sypepitaja 7iiedAl

i1mm
: ’

shnFE Fllr ediap Yiclnr ~San Cheor die SUlticleit Pec o vore

nele~ton 7a2hlearmabtorials zo aswint-n, verf~lat dsn Aed-

(S

rde

2" aurh 4ie Ahsicht, den @egriff "3gAl-mgnat nlihe-
Fotrackton zo miisceon, Im A1 teg verhindat man mit Goa
Adin~una meist die Yarste’lin~ eginer EirccheSrkynm,

Im yarlianenden Fall =ich% mar wegen Pla/3l<pla"
e{A/3) rentlich, daf eine Jetinauna die Yahr-shet ne
1irhkeit fiir das Eirtreten eines Ereianicses sowohl

varkleinern =21z auch verariRern karn,

Yie man sieht, kann wman in Fast naiver “eicse vorae-

Jernto G=ten he~"urteiler", Zrst nach fieccgr Thoce gnlla

te eine forra®e Yertiefiire erfalgen. ios ~aschicht hier

im Zirklan~ mit “em gan~tischen Prin-in, Nie Shaca de=
=plhat Finden: von Beriehung~n i+t mindestens aenausn
wichtinm wie die das Hevweinens, Viorfeldartafeln hahen

cfen richtiden Srad an Kemnlexitit um eiren=*indiaes Tuchen
erfolareich verlanfer zu las<=an, ohne die Fr-ebnis<e Aal-
trivial =b*un 7u wmiisecen, Nenn zu Teil herrscht avch bei
"Farhlevten" Unkenrtnis Uber manche Zusammenhiinge, 50 be-
richtet G.5%0CHAARE [ vgl, L 17) von einem Indiziennreze®,

irn wrlchem man auf Srund der Sutachten von Lachuerastindicon
ru einer villig folschen FEincch®tzime He~ Jrhr-ocheinlich-
Feit fiir die TAterschaft de~ Antelkda~ten kam, o verwen-
deten die "Exnerten" z,3. die Aezichura PlAa/ Ve (a/T)=1,
deran Ungiiltinkeit aus Abb, 5 unmit*elb=r ~brele=en wer-
den kann., Auf anlche Serehenhaiten zollte moan im Unterricht
rinwelisen; tntorrichtzziel ist Srzichuna =—or Yiindiakeit,
nicht zur "Exnertenhiriskeit". O-mit epraibt sich eine
natlrliche Fortoetzungen unseror Trntenticnar aus Beinspiel 2;
frde dorf dos Dntenmaterial auf seine Glachwiirdiakeit

hin di“kut ert, so in diesem zw=2itern Unterrichtr-abschnitt

die formnlen ferishungen,

.0 PFER ( vgi. L 18 ) hat im Yorjahr sn diecer sStelle
2ine arnders Lialishka=dit des Zua-nres zur Farmel von BAYETS

- , NPT
ot yorraactol Ty,
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Lesung von 2) a) P(A/8)= _%
b) P(A/8)= 3%

c) Folgerung??: Die als untreu eingeschétzten Fersonen
sind mit gréBerer wahrscheinlichkeit treu als die
als treu geltenden.

§ 2 FCANALE FCLGERUNGEN

Die gemdR Abb, 6 ablaufende Berechnung von bedingten und unbedingten Yahr-
scheinlichkeiten wirft zwei Fragen auf:

1) Welche Kontrollen gibt es, die Richtigkeit der #erte in numerischer Hin-
sicht prifen zu kinnen,

2) Nicht immer wird die Tafel der absocluten Haufigkeiten vorliegen, Wie soll
man in diesem Falle vorgehen?

Genaugenommen fordern beide Fragen dasselbe, n&mlich Auskunft Uber den

inn=ren Zusammenhang zwischen den Tafeln untereinander:

A) Summenkriterien:

Beh.: P(AnB) + P(AnB) = P(A) laut Abb, 3
Aufgaben:1) Fince und formuliere analoge Behauptungen(aus Abb. 3)

2) Begriinde deine Vermutung verbal !
Aus der Diskussion von Aufgabe 2) sollten sich die Begriffe "unverein-
bare Ereignisse" und "Gegenereiqgnis", sowie die Probleme mit der Berech-
nung von “Wahrscheinlichkeiten von Vereinigungsmengen entwickeln.Durch
Ubertragung der geldufigen Regeln aus der Mengenlehre kann man obige
Begriffe und Sachverhalte fixieren. Unter diesen Voraussetzungen wird
die folgende Aufgabe lisbar.
Aufgaben: l] Versuche die obige Behaupntung formal zu beweisen !

Aufgaben: 1) Versuche analoge Beziehungen in den TAfeln 4 und S5 zu finden !
2) Versuche die Regel in Worte zu fascsen !

L&sung von 2) Nur die Vordergliedkomplettierung fihrt zum sicheren Ereig-
nis.

8) Zusammenhang zwischen bedingten und unbedingten Wahrscheinlichkeiten

Aus den Tafeln 3 und 5 liest man unmittelbar ab: P(A/B)= PéAgB! (%)
. e P(AnE) _P(A) _
speziell: 1) B=E : P(A/E)= FlET - 1T - P(A)

2) B=¢ : P(A/@)= % . Um solche Ausdriicke zu vermeiden, formt
man (%) um zum Multiplikationssatz:
P(AnB)= P(A/B).P(B) ()

Aufgaben: 1) Formuliere und verifiziere (#x) fir P(8/A) !
2) Beweise mittels (x) G<P(A/B)<1 fiUr beliebiges A,B !




Fachi,

Arm.:

- 148 -

Alle in & 2 her-eleiteten Farmeln lassen sich verallgo-
reinern, und zwar rnicht nur, wa~ ihr= Ausssge betrifft,
sandern ebensasehr, was ihre Herleitharkeit anhard

von Leatrizen betrifft. Cine =rste naheliegende Veral'-

Uherzugehen,

NDie in A) angegebenen Summenkriterien sind als Zeilen-
summenkriterium bzw., als %Snaltensummenkriterium bei
stochastischen Matrizen geliufig:

n

2 P(A;) =1

i=1 -
n
P(B)= g; P(A;nB)

in Annleaie zu Abh., 3, und eralog zu Abb. 4 und Abb. 5 z.8.
n

2 P(a;/8)=1 (+)

i=1

Der in B) annejebene Multiplikaticonkatz findet seine

Fort-etzuna in:

P(AjnAcn ..NAL) = P(Al).P(AZ/Al).P{A3/ArﬂA2). cee .

NDie in C) angegebene Formel von der Totalen YWabhrschein-

lichkeit lautet nun:

r(3)= EiiP(B/Ai].P(Ai)

Sie stellt in gewissem Sinn das Gegenstiick zu (+) dar,
welche Aussegen Uber die Vordergliedkomplettierung
macht, wihrend jetzt die Hintergliedkomolettierung

auf ihre Auswirkung hin untersucht wird,

Die in 0) angegebene Formel van BAYES lautet in ihrer
allgemeinen Form;
P(8/A ).P(A]
P(A/8)= — k=l,...,n
2 P(B/A;).P(Ay)

i=1
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C) Die Formel von der totalen wWahrscheinlichkeit

Satz: P(B)=F(8/A).P(A) + P(B/A).P(A) ( 2 )

Bew: Anl.: Der Multiplikationssatz (%) liefert auf der rechten Seite
die viahrscheinlichkeitssumme zweier Durchschnitte., ODieser
Ausdruck wurde schon in §2,A abgeleitet.

0) Die Formel von BAYES

Wir haben bereits gesehen, daB der Multiplikationssatz den Zusammenhang
zwischen den Tafeln 3 und 4 bzw,. zw%;chen den Tafeln 3 und 5 herstellt.
Hier cilt es nun den Zusammenhang zwischen den Tafeln 4 und S5 aufzuzeiren.
In gewissem Sinn handelt es sich um eine "Umkehraufgabe", wollen wir doch

etwa aus dem bekannten P(A/B) den Wert von P(B/A) errechnen, und umgekehrt.

Aus dem Multiplikationssatz ()
P(An8)=P(A/B).P(B) und analog
P(AnB)=P(B/A).P(A)

folat P{A/8).P(3) = P(B/A).P(A)

also fiur P(B) # O bereits die ( spezirlisierte) Formel von BAYES zu

P(A/B) = P(B/A).P(A]
r(8)
Meist cetzt man fiur den Nenner gemdB (s#%) ein und erh&lt:
p(a/a).P(A)
P(B/A).P(A) + P(B/A).P(A)

P(A/B) = (menen )

Beispiel 3: Ein Krebstest ist sehr zuverl&ssig. Habe ich Krebs, so ist der
Test pasitiv mit 96% Sicherheit. Habe ich nicht Krebs, so ist
der Test mit 94% 3icherheit negativ. Mein Testergebnis ist
positiv, Wie groB ist die wahrscheinlichkeit, tats&chlich Krebs
zu haben, wenn 8 Promille der Beviélkerung Krebs haben ?

Lésung: Sei A ....ich habe Krebs , und E’ ... ich habe nicht Krebs
8 ..e.Test positiv ,und B ... Test negativ

dann lautet die formalisierte Aufgabenstellung:
Geg.: °(A)= G,0C8 , P(B/A)=G,96 , P(B/A) = 0,94
Ges.: P(A/B)
Aufgrund der oben abgeleiteten Beziehunaen ist es ( bei jeder
eindeutigen und widerspruchsfreien Anagabe ) miglich, die Tafeln
3,4 und 5 zu rekonstruieren. Da dies in Hinblick auf die Frage-
stellung unnétigen Aufwand verursacht, wollen wir die Formel
von BAYES (#%x%) heranziehen, und die Aekonstruktion der Tafeln

als Aufgabe - zur Einibung der formalen lusammenhidnge - stellen.




iel 3 erfclnt zcheinbar eine Abkehr vom
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rronagiarten Geg der Verwendung von Yatrizen. Dem
ist Jedoch nicht sa. Vielmehr handelt es sich darum,

den Probleml seanoarat, der auf Vierfeldertafeln be-
runt, rdem allgemeinen Wunsch, miglichst Lkonomisch
vorzuaehen, anzupascen, Uffensichtlich ist es =0, daP
nicirt alle 2lemente aller Tafeln fiir die vorliegende
Frags vnn Jedeutung sind, Félalich ailt es als néEchst-
hihere Trtufe intelligenten Verraltens jene bereits
bekannten Bezichungen zwischen den Tafeln zu verwen-—

den, die nu” miglichst kurzem leg genau zu den gewiinsch-
ten Zlemerter flhren., Wie die Erfehrung zeiote, hat die
Finscnaltung einer [tufe der cystematischen Berechnung
aller milglichen unbedinrgten urd bedinnten “ahr=chein-
lichkeiten zwischan die Ctufe der Definition der Seding-
ten Jahrscheirlichkeiten und die “tufe ihrer Anwenduna

in der Formsl von BAY=D dem Verstindnis und der L surnge-
fiiriagkeit von Aufgaben analog zu Oeicniel 3 cehr qut
aeten. Unsere Yorgargeveize entspricht auch dem Ziel,

die Lisung eines Problems auf mehreren Stufen abzuwickeln,
Jamit artzsrechern wir bekannten psychclogischen Ferderun-—
gen als auch der Abhcicht, formales Problemliceverhalten

21° frmebnis von (konomiebsstrebungen herauszuctellen.
In L 1 und L 8 findet man eine Fille #dhnlicher Reispiele.

Im Paraarzrhen Uber formele Folgerungen wire an und fur
sich Se2locgenheit, riickblickend die Wahrscheinlichkeit

T MePefunktion vorzustzllen, und durch die Axicmn

il

von KCLACGCALFF zu definie-en. Wir ct2llen diecze Pri-
zisierungen naochmals zurick, um vorerst den Beqriff der
Unabhingigkeit von Ereianiccsn zu konstituieren. Damit
bleiben wir weiterhin unserem Konzeot einer Verwerdung

von Vierfeldertafeln treu. Die Stringenz umcerer Vorgangu-

cr

welze 1st eber nur einer der Grinde. Bei der Herleitung
e Unabhingingkeitckriteriums wird wan zwezrgolaufig auf

sorifte wie Vertellung und Zufallevnrisbla cto%en, din

Toron o i MNutzt-Begriffe hinreichend vorbereiten kann,
Lo T ooinar Prizisierung zuzuflihren,
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Aufasie: Vervolletdndine die folgenden Tafeln:

Al a |l Al A 1A A
T T O

B f 8 ©,36. | B

- ; d
! !

— . — t —

5 5 Ic,94 5
8 B
ey

Gemil (#x#x) erhilt man durch Einsetzen:
O,
p(4)3) —L196.0,018

¢,96.0,C08 + P{B/A).P(A)
Uber das Cpaltensummenkriterium P(B/A) + P(8/A) = 1 errechnet man fur
P(8/A) = 0,16 ,
iber ®(A) + P(A) = 1 den Wert von P(A)= 0,992 .
Insgesamt erhdlt man so flUr P(A/B)¢5 Cy11 , dh., es besteht kein Grund

zur Panik,

§ 3 UNABHANG IGE EREIGNISSE

Beispiel 4; Ein Bankiberfall. Ein Zeuge berichtets"Der Té&ter hat rote
Haare und auBerdem Sommersprossen”, Die Polizei hat bald
darauf eine Persnn verhaftet, auf die die Beschreibung
zutrifft, und beendet darauf hin ihre Suche.

Flr den Dorfkiebitz ist die Sache klar:" Rote Haare kom-—
men hier mit 5%, Sommersprossen mit 65 Wahrscheinlichkeit
vor, dh.,rote Haare haben nur 5% aller - Sommersorossigen,
mithin 3 Promille aller Personen. Daher findet man mit

3 Promille Wahrscheinlichkeit eine der Personsbeschreibung
entsprechende Person, was wiederum bedeutet, dal die Wahr-—
scheinlichkeit, keine weitere Person zu finden, mit 99, 7%
vorliegt.Also ist der Festgenommene mit 99,7% Wahrschein-
lichkeit der T&ter. Dies entspricht der statistischen
Sicherheit., &r ist es, er muB es sein 1"

Diskutiere die Argumentationskette des mathematisch vor-

gebildeten Dorfkiebitzes|

LEsung: Es wird hier von einer - auch im Alltag oft fdlsechlich
angenommenen - \loraussetzung ausgegangen, ndmlich der,
zu glauben, daB die Eigenschaft, rote Haare zu haben,
keinen EinfluB darauf hat, ob man Sommersprossen besitzt
oder nicht. Genau genommen hat man nur folgende Daten

zur Verfigung:
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Jie Unabheriakeit von Ereigriscen ist einer der
/
zentralen Beariffe der Yabkrecreinlichkeitotheorio

1)
i

1)

™

.
a)

criaust, NDioc sechaint urcar Vorashen zu rechtrortigon,

chr ven dor didrren mathensti chon Jefinition aus—
aeren, =ondsrn diese gerf? 27 lczmein arerkenntor

Tz ound Unterrichtrrinzipien

rr nilt es foluende Purkita Rervsrzuheben:

1s ctillschweinende Voraussetzan ven Lnabh ngig-

“eilt kann ein Lrteil ent-cheidend beeinfluszen. In
Leicpiel 4 wird versucht dies dractizenh yrw Aunren

zu Flihren, Gleichzeitig wird dem Schiler der Lan—

gel Fnoratheratischen Ridctzeug zur Lnterouck ing

znlehar Problome aff=npar,

tte erkenren, deR sehr oft - wie in Sei=piel 4 -
die Angabe unvollstindiag ist, da blol cie YJahrochein-
1ohkeiten flr de: icolierte Aufir-ten van barkimal o
auLnrigunTeon voriiegen., Gies flihvt sasadocons vop
Froama  dorch we o
2l -odeuttT und widerspruchorrel cenehen ist.
zhrovr als Agfra-bararfd
“ongerer Jichtiokeit,
J= “n Reisrdel 4 nur der statische, simultan—-<oinzedale
Stendionth vertretsr werden kenn, und so nicht alleine
den “idsvticchen Zielvor=tellurgan genlgt, wird in Bei-
goiel 5 oder Qe riff der lnaph¥naigkeit in ceirer dy-

naricchen, sukzedan-knirzedalen Erscheirungsform vor-

ge tellt, Jicse Vorganrdsweire enterrickt unsersm bDis—
herigen “eq, der Begriffegensse braiten Qaum 7y widmen,
Der Gerflorankeit vieler Lehrkiicher, fden UnabnSamickait

i

beariff arhand dos Lultinlikation-ca*zra 214 “sfinioren

{

,
wallen wir nicht folgen, =npde=a Apra-n die srazielle
Form dez bMultiniikatiors-stze< als FAlee psorer Auf-
fas ung von Unabhiraickeit vor=tellen, Jir wollen ganz
znaleg vorgehen wie bei der neivesysteratischen Her-—
leitunT des Lahrscheinlichkeitcherriffes, Yiodarum

nehen wir ven 2moirisch varlieroender Dakan 2us,und vere
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! ;rote He kein ruH.
U
Sommersnrassen i
: | 60
B ; X
g
keine Somrerzp. |
— i
B |
4
i S0 1000

Aufaaben: 13 Gib die zuldssigen Werte fir x an !

2) Vergleiche die Y%erte x=3 und x=45 hinsichtlich
ihrer Ausagekraft flr die Wahrscheinlichkeit
der Taterschaft des Festgenommenen !

3) Uffersichtlich hat x zentrale Bedeutung fir das
vorgelegte Problem. Was "bedcutet" jedoch x 2

Beispiel 5: Ein Vertreter legt einen Aechenschaftsbericht vor, um
seine Leistungen in Hinblick auf eine angestrebte Gehalts-
erhi_hung ins rechte Licht zu riicken. Dazu legt er eine
Tabelle samt Int=rporetation vor:

1980 1981 Z:
A A
Kauf
5 15 20
B
Kein Kauf
__ 35 45 80
B
Verkaufeaesp. ac 60 100

Erlduterungen: A ... Werbemethade 198C

A ... Werbemethcde 1981
1) Ich habe um 5C% mehr Verkaufsgespréche gefihrt,
2) Ich habe 3mal soviele Maschinen verkauft.(+ 200%)

3) Meirne neue Verkaufstrategie ist 4mal so gut, weil
50% Mehraufwand 200% Mehrverkauf bewirkt=zn !
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suchen sie - nur ~us einem arderen Alickwinkel - zu
interqretieren, sisdevu~ ~cheint der Bearif{ der Ab-
hirgigkeit der natirlichelre) zu sein, au: dem heraus
erst durch unser Streben nmch m’alichst weitgehender
Vereinfachunn der tinerbhiinginkeitsbegriff erwichst.,

Der systematischen “rs*ellung aller Jderte in den Vier-
feldertafeln zur Rerechnung vaon Jahrscheinlichkeit~=n
rntzorich* nun die systematische derechnunt von ver-
schiad=nen, zulissigen Visrfeldertafeln zur Darstel-
Junn miglicher Abhinginkeiten,

5) Nie systsmatische Erstellunt aller miglichen, sneziell
der evtremen’Vierfeldartefeln beziniich drr fo=* vor-
gegetenen Randvarteilunmen fithrt echlieRlich weg von
der pnlaren >ichtweice de< !InahhiEngigkeitsbeoriffes
hin z't einem Y~%heariff fir den Grad der Abhlinainkait,
und e in aevicsem Sinn zu den erkenntnisthenrcotiernhen

T ~
i

"urzeln des  ahrasecheinlichked f=beariffac, Irnsofarne
bildat die Segriffarenc-e von Yiahrecheinlichkeit und
Unmbhiin~s «keri* ein im Zinne der crkenntrnisthearis
thom-ti-~hna= Hanzes, Dieser Eirheit versucht-n wir i-

die-~m Referat gerecht zu werder.

Anmasichts der kurzen, zur Vorfiigung stekender 7eit @int “er thema-—
tizchen Jeschrénkura karn nich® deorgelegt werden, dal das voran-
"emnte Knnvept auch in den folgenden Kepiteln zur Verteilungs- und
Korrelationsbeariff von graRem Hutzen ist. Es wirde mich jedach
frauen, wenn di2 doch sehr komprimierte und in ihrem theor=stischen
Teil rotwendigerveisn ~uf Andentingen hezchrinkte Oarcte?lonc Zie
vinllaeicht scasr zum Anecenhinran ansorpot bBahen

zur Dislgcedina,

St T s

R O A PR e
- - s




- 155 =

~
Buforbons] ) D8 sbiks ava die Takelle ged A= anearahenon Zrlivterun~on
vrtor Yorceadins der Bacri ffao Arheit und | el tuna,
2} Joereshns Aie Yerte “(2/AY na ofg /R y tnd yeralzirhe
Aie Qenriffs Qadin~to Yohpechainlichkeit 1nd | - turt !
3) Nickitiare Sp Analozer Yeise die nachfalaesnde Tafel

19RC 19 Zi
A A
Kauf
5 10 15
]
Kein Kauf
_ 35 70 105
B
VVerkaufraeso, ac 80 120

Lésung: Im erst=n Fa11l ist P(B/A) = % und P(B/A) = %

dh., miRt maAn die | eistunn des Verkaufers anhand
des Anteils der KiZufer ar der Menme der 1a-
teres-=nten, sa hat er seine | eistuna ver-
drrnelt.Diese Art der Leictunmsmescund ict
durchau= diskuccioncwiirdia |

Im zweiten Fall ist P(3/A)=P(B/A)=P(3/F)=r(B)= %

dh., der Vertroter arheitet dnnrelt soviel, lei-tet
aber gen~u<o viel ( im obinen Sinn des Ver-
h8ltnis~e~ von Aufwand und “rfoln ]. Die 1380
und 1981 anaewandten Yerbe- und “erkaufsmotha—
den unterscheiden sich im Arbeits~ufwand, nicht
im Erfela, Die Kaufbereitschaft ist demgem®R
unabh®rniag von der Verkaufemethaode !

Nefin‘tion: Dns Ereignis B ist vom Ereignis A unabhingiaq, wenn gilt:
P(8/A) = o(B)

Drmit lrntet der bultinliketinon=satz flur unebhiingicge Ereinnisce

nemin (xx): P(ANnB)= P(A).P(8) )

dh., fir unabhiintioe Ereianinze beniitigt man hloR die unbadina-
ten Wahrscheinlichkeiten zur Berechnung der ‘'ahrscheinlich-
keit ibres aemeinsamen Fintretens, fiir abhdangine €reignis—
se die bedingten “ahrscheinlichkeiten !
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